Plancks Virkningskvantum

Jacob Nielsen'

Heinrich Hertz ( 1857-1894 ) viste med eksperimenter, der blev udfert i arene 1883-1889, at lys er
elektromagnetisk straling. Stréling udsendt af svingende elektriske felter udviste samme interferensegenskaber
som lys.Eftersom varme legemer som for eksempel en gladetrad i en paere udsender lys, var det fra dette
tidspunkt klart at varmestraling er elektromagnetisk straling. Planck var meget optaget af termodynamik - specielt
2. hovedsatning. I oktober 1900 arbejdede han med varmestréling. Plancks mal var at finde en formel for
varmestralingens belgelengdefordeling og at udlede denne formel fra grundlaeggende principper. I 1887 havde
Hertz publiceret en artikel om elektromagnetisk dipolstraling. Planck arbejdede derfor med ideen om at
varmestralingen udsendelse skyldes, at elektriske ladninger i stoffers overflade svinger som harmoniske
oscillatorer. Maxwell havde tidligere vist, at accelererede ladninger udsender elektromagnetisk straling. Hvis

varmestraling skal beskrives termodynamisk, ma stralingen tilordnes en entropi. Det var lgsningen af dette
problem, der forte til kvantefysikkens fremkomst.

T=300 K, T=2000 K og T=6000 K
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Sortlegemestrdling svarende til tre forskellige temperaturer. Desuden er det synlige bolgelcengde-omrdde
markeret. Bemcerk, at skalaen pd andenaksen er logaritmisk.

Nogle dage for et mede i “Deutche Physicalishes Gesellschaft” 19/10 1900 herte Planck om nogle malinger pé
sorlegemestralingens belgelengdefordeling, udfert af Rubens og Kurlbaum. P4 medet fremlagde Planck som den
forste en model, der giver den rigtige energifordeling bade for korte- og lange belgelengder. I et hulrum pé en
kubikmeter, hvor temperaturen er T, reprasenter strilingen med belgelengde mellem A og A+dA energien:

87 -h-c 1
FERR T

&(A,T)=

Rubens kunne naste morgen bekrafte, at formlen var i perfekt overenstemmelse med de eksperimentelle data.
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I et hulrum er stralingsenergien i ligevaegt med udstrilingen fra rummets overflade. Udstralingen fra et sort
legeme ma derfor have samme balgelengdefordeling som hulrumsstralingen. Planck demonstrerede med det
samme nogle overbevisende egenskaber ved fordelingen. Hvis man beregner den samlede udstraling fra et sort
legeme ved at integrere udstralingen op over alle balgeleengder’, ser man for det forste, at den udstrilede effekt
bliver endelig ( integralet eksisterer ). Hermed er problemet med den sakaldte “ultraviolette katastrofe” lost.
Problemet med de tidligere forslag til en stralingslov var, at den udstralede energi blev uendelig, hvis man tillod
straling med vilkarligt sma belgeleengder, og hvis ligefordelingesloven®* skulle gzlde.

For det andet var resultatet i overenstemmelse med Stefan-Boltzmanns lov, som Stefan fandt i 1879 og
Boltzmann i 1884. Den udstralede effekt fra en sort flade er:

P=A-c-T"

Hvor A er fladens areal og ¢ er Stefan-Boltzmanns konstant. Varmestrélingen vokser altsé kraftigt med
temperaturen - pr. kvadratmeter er effekten cirka 500 W fra en 300 K varm hudoverflade, 3.5 kW fra en 500 K
varm brendeovn og i sterrelsesordenen 10 MW fra solens overflade! I gvrigt bruges varmestrélingen i dag til
bereringsfri temperaturmaling for eksempel, nar températuren i kolediske skal kontrolleres.

Endelig var Planckfordelingen i overenstemmelse med Wiens forskydningslov, ved hjelp af hvilken man kan
beregne den belgeleengde, hvor der udstrales mest energi:

.T=2.8978-10"m-K
A

loven udtrykker, at belgeleengden halveres, hvis den absolutte temperatur fordobles. En konsekvens af loven er at

legemer ved opvarmning forst er redgledende og siden hvidgledende. Ved lave temperaturer udsendes ikke blat

lys®.

Plancks strélingslov blev udsat for hard kritik. Formlen blev opfattet som en ad hoc lesning, hvilket ogsa var
delvis korrekt. Men Planck var selv meget opsat pa at udlede loven ud fra mere generelle principper. I 1901
publicerer han en artikel, hvor strélingsloven udledes ud fra en entropifunktion. Sortlegemestréalingens entropi
beregnes ved at kvantisere oscillatorernes energi®. Denne kvantisering blev ogsd opfattet som noget “hokus
pokus”. En fysisk teori betragtes forst som god, nar den har vist sin gyldighed for et bredt udvalg af problemer.
Kvantehypotesen var indtil videre ikke anvendt i andre sammenhenge. Men flere fysikere skrev sig ideen bag
oret. En af dem var den unge og pa dette tidspunkt forholdsvis ukendte Albert Einstein.

2 Et sort legeme defineres faktisk oftest ved, at det opfylder plancks stralingslov. Mange overflader opferer sig med god
tilnzermelse som sorte legemer, og et hulrum med et lille kikhul kommer meget teet pa. Vores univers er i gvrigt, med mindre

lokale afvigelser som for eksempel stjerner og planeter, et sort legeme med en temperatur pa 2.7 K. Strélingen

stammer fra Big Bang.

3 Se eventuelt matematisk appendiks 1: “Fra Plancks stralingslov til Stefan-Boltzmanns lov”.
4 Se eventuelt eksempel 2: “Varmekapacitet og Kinetisk Molekyleteori”

3 Se eventuelt eksemplet “Planckfordeling og Kernesyntese”.
De matematiske detaljer ved udledning af Wiens lov ud fra planckfordelingen findes i appendix 2.

6

Planck har udtalt, at han fik ideen ved at teenke pa Boltzmann. Hvis man skal beregne entropien ud fra Boltzmanns formel, ma
man vere i stand til at teelle svingningstilstandene. Det kan man ikke hvis de udger et kontinuum - energien ma kvantiseres.
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Varmestriling og entropi

Planck forestillede sig, at n svingende ladninger med egenfrekvens f* fordelte p energikvanta af sterrelsen Af
mellem sig; pa samme made som man kan fordele p kugler i n @&sker. p kan vare sterre end n, sd hver ladning har
en energi pa et helt tal gange Af. Dette svarer i et klassisk billede til, at ladningerne kan svinge med forskellige
amplituder. Regner man med, at enhver af de n placeringer er lige sandsynlige, kan vi med standard
kombinatorik’ beregne, at antallet af konfigurationer bliver:

_(ntp-1!
(n—D! p!

for eksempel kan tre kugler fordeles i to rum pé 4!/(1! 3!) = 4 mader, som jo er {(3;0),(0;3),(2;1),(1;2)}.
Hermed har Planck faet talt konfigurarionerne, sd han kunne lave en entropifunktion ved hjelp af Boltzmanns
formel. Ud fra entropifunktionen kan systemets termodynamik underseges; for eksempel er den absolutte
temperatur defineret som:

l ds
T dE indre

Denne formel er en generalisering af den klassiske definition pa entropi. Bemaerk, at S her betegner entropien og
ikke for eksempel virkningsintegralet.

Planck havde nu néet sit mal - han havde fundet sortlegemestrélingens energifordeling ud fra det mest
grundleggende termodynamiske begreb - entropi. I artiklen fra 1901 beregner Planck ogsa vaerdien af konstanten
h til 6.55 10 Js ud fra de tilgengelige eksperimentelle data.

7 I de fleste standardfremstillinger af kombinatorik, udledes formlen for antallet af uordnede
delmengder pa r elementer udtaget fra en mangde med n elementer:

7!

C(n,r) —m

Hvis vi har en mangde pd (n+p-1) elementer hvorfra vi veelger (n-1) far vi antallet Q. Det skyldes, at fordelingen
af de p kvanta pa n oscillatorer er akvivalent med at placere p-1 skillerum i en reekke med n + (p-1) positioner.
Hvis de forste skillerum f.eks. er placeret i positionerne (3,8,9,12), er antallet af energikvanta, som tildeles de
forste ocsillatorer: (2,4,0,2). (n-1) positioner kommer til at reprasentere skillerum, og n positioner reprasenterer
et energikvantum.
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Plancks oscillatorer

For en masse m, der pavirkes af en tilbageforende kraft, der opfylder Hooks lov med fjederkonstant k, er
energien givet ved:

E =Yk
pz
Ep="—
sl ™

= koSt = F

E=-vhkt+2 = p =~2mE —mhkx’
2m

xmax xﬂ'ﬁ X

=i I podx=2 I N2mE — mhx?® - dx

I sidste linje udregnes virkningsintegralet for en svingning som to gange integralet fra yderposition til
yderposition. I appendiks 3 er integralet udregnet. Benytter vi at frekvensen af en harmonisk oscillator er givet
ved:

Bliver resultatet af integrationen:

Planck kvantiserede nu S i kvanta af sterrelsen h, og resultatet blev:
E
S=uw-hncN=on-h=_=E=-a-hf

Sidste ligning er den vi i dag fortolker som at energien af elektromagnetisk straling er kvantiseret i kvanta af
storrelsen hf.
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Fotoelektrisk effekt.

I slutningen af det 19. &rhundrede arbejdede mange fysikere med katodestraling. Hvis man f.eks. leegger en
glodetrad pa et lavt negativt potentiale, s& trdden udger en katode, observerer man under visse omstendigheder, at
traden udsender striling. Stralingen blev efterhdnden identificeret med elektroner.

Undersogelserne forte ogsa til opdagelsen af den fotoelektriske effekt - det feenomen, at udsendelsen af
katodestraling kan stimuleres ved belysning af katoden. Det viste sig ogsa hurtigt, at den fotoelektriske effekt
athanger af lysets bolgelaengde. Mere pracist: At fotoelektrisk effekt fra et bestemt metal opherer, nér
belgelengden overskrider en graenseverdi A,,,, . Det skyldes, at der skal tilfares et losrivelsesarbejde A, for at rive
en elektron ud af metallet.

R
A E
Ekm _______________
0 h-vy
A
E,

E0 er toppen af ledningsbdndet i metallet. I faste stoffer har vi ikke skarpe energiniveauer men bdand af
niveauer. Elektronerne i det overste bdnd er ikke lokaliserede - sakaldte ledningselektroner, der kan bevcege sig
rundt i metallet. De lavereliggende band indeholder lokaliserede elektroner, der er bundet til en kerne.
Ledningselektronernes energiniveauer er negative, fordi elektronerne er bundet til metalkrystallen, selv om de
ikke er bundet til den enkelte metalkerne.

Naér en foton rammer en metaloverflade gar en del af fotonens energi til losrivelsesarbejdet A;, og resten gar til
den lesrevne elektrons kinetiske energi.

E.=h-f—-4;

Einstein betragter altsd her lyset som energikvanta. Lewis gav i 1926 disse energikvanta navnet fotoner. Einstein
publicerede dette resultat i 1905, og modtog Nobelprisen for arbejdet i 1922. T 1905 offentliggjorde Einstein ogsé
to andre artikler af “nobelformat”; nemlig artiklen om “Den Specielle Relativitetsteori” og en artikel om
“Brownske bevagelser”. I en artikel fra 1907, viser Einstein, at Plancks kvantisering af energien kan lose
problemet med at varmekapaciteten “forsvinder” ved lave temperaturer. Her anvendes kvanteideen indenfor et
omréade, der ikke har med straling at gere - ideen om kvantisering har opnéet status som “en god teori”.
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Diskussionen om Virkningskvantet

11913 anvender Bohr Plancks id€ i sin teori for brintatomet. Det vil vi komme narmere ind pé senere. Her skal
forst neevnes nogle andre aspekter af debatten om kvantisering:

. J.J.Thomson observerer i 1903, at energien i rontgenstraling ikke absorberes jevnt.

. Hertz havde i1 1887 observeret, at gnistgabet blev sterre ved belysning med UV-lys; udsendelsen af
gnister stimuleres altsa af lys. Afladning af Zn-plader med lys af forskellig belgeleengde blev undersagt
af Hallwacks i 1888.

. Hughes efterviser i 1912 Einsteins fotoelektriske ligning: E,;, = hf - A, og Millikan ger deti 1914 s&
pracist, at h kan bestemmes grafisk.

. Lorentz og andre har indvendingen mod fotonmodellen.
Interferensforseg af Lummer og Gehrcke viste, at greont kvikselvlys med en faseforskel pa omkring to
millioner belgelengder kunne interferere. S& fotonens leengde mé vaere i storrelsesorden meter. Jjet
lukker altsé tilsyneladende kun en brekdel af en foton ind, mens reaktionen pa nethinden foregér

fotonvis!

. Poincare viser i 1911, at kvantisering er en nadvendig konsekvens af en strélingslov med endelig
udstraling.

. Sommerfeld foreslar pa Solvay kongressen i 1911, ideen om virkningens kvantisering ophgejet til et

princip.
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Eksempel: Planckfordeling og Kernesyntese

relativ E 'fekt‘

Plancks Stralingslov
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Stralingsintensiteten er stadig 10% af den maximale ved en fotonenergi pd 9 kT.

Kort tid efter Big Bang var temperaturen sa hgj, at kerner ikke kunne haenge sammen. De blev straks splittet ad
af en foton, hvis energi oversteg bindingsenergien. Som det fremgar af figuren vil et betragteligt antal fotoner

have energier over 10 kT. I det felgende regner vi med, at kerner kan heenge sammen, nér:

Eypa> 10 KT

Kernernes overlevelse athenger ogsa af taetheden af stof og striling, sa dette kan aldrig blive mere end en
“tommelfingerregel”. Som det fremgér af tabellen nedenfor, har deuterium H-2 en relativt lille bindingsenergi. Da
deuterium skal dannes, for kernesyntesen kan komme videre, udger stoffet en flaskehals. Dette er grunden til, at
der ved Big Bang stort set kun naede, at blive dannet brint og helium, for universet blev for koldt og taetheden for

lille.

Kerne| Bindingsenergi - Eb| T-syntese = Eb/10*K
MeV, K|
H-2 2,224574 2,58E+09]
H-3 8,48286 9,84E+09|
He-3 7,71811 8,96E+09)
He-4] 28,29588 3,28E+10]
loniseringsenergi for]
brinf)
1,36E-05{ 1,58E+04

Bemark, at atomer forst kan dannes ved meget lavere temperaturer.
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Eksempel 2 Varmekapacitet og Kinetisk Molekyleteori

Ifolge den kinetiske molekyleteori fordeles den termiske energi ligeligt over systemets frihedsgrader med 2kT
pr. frihedsgrad. Med en frihedsgrad menes her en variabel fysisk storrelse, der indgar i udtrykket for molekylernes
energi. | en enatomig idealgas athanger den indre energi kun af hastighedsvektorens tre komponenter:

E=te-m-v = (E}=%k-?

En harmonisk oscillator har bade potentiel og kinetisk energi:

E-%k-x'+Z
2m

positionen og impulsen er tredimensionale sterrelser, sa systemet har seks frihedsgrader. Varmekapaciteten af
faste stoffer kan beskrives, ved at betragte kernerne som harmoniske oscillatorer, der svinger omkring
ligevaegtspositionerne i gitteret.

Den velkendte og den mere generelle definitionsligning for varmekapacitet er:

AE -C-AT  C=

vi finder altsd varmekapaciteten ved differentiere funktionsforskriften for den indre energi ved konstant volumen.
Varmekapaciteten for et fast stof betragtet som bestdende af harmoniske oscillatorer bliver sa:

C=E=i(33f-k-rj=3-N-k=3-n-.m; k=3-nR
dr  dT

hvor N er antallet af kerner, mens n er antallet af mol kerner.
Ser vi for eksempel pa aluminium:

__C_31-R_3R_3-831451//mol-K

e T 02 45T /kg-K
m n-M M 26982-107 kg /mol

hvor m er atommassen, mens M er stoffets molarmasse.

Denne veardi afviger kun 3% fra den eksperimentelle verdi ved stuetemperatur. Ser man imidlertid pa diamant,
der bestar af et kulstofgitter, bliver afvigelserne store. Det var omkring ar 1900 ogsa kendt, at varmekapaciteten
er temperaturafhaengig og ikke konstant, som den kinetiske molekyleteori forudsiger. Varmekapaciteten gar mod
nul, nér vi nermer os det absolutte nulpunkt. Dette fenomen forklarede Einstein i 1907 ved at kvantisere
oscillatorernes energi.
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Matematisk appendiks 1 Fra Plancks stralingslov til Stefan-Boltzmanns lov

Den samlede energi, der udstrales fra et sort legeme, beregnes ved at integrere over alle belgeleengder. Stefan-
Boltzmanns lov fremkommer s efter en substitution:

mays e nmssrnel 2w pe 0 e 2R g
10 =0 |\F27) k-4- \h-c)
- Sy
U
/ 34 =D
E(n=—8~rhc|£)' [ 2 —di=konst-T*-| dAi=konst -T*
.C‘ ) —_— :) =

Integralet pa venstre side af lighedstegnet ath@nger ikke af temperaturen, og tallet kan slés op i en integraltabel
eller beregnes numerisk. Sa den samlede udstrélede energi er proportional med temperaturen i fjerde potens, som
Stefan-Boltzmanns lov pastar.

Matematisk appendiks 2 Udledning af Wiens lov ud fra Planckfordelingen

Balgeleengden svarende til maximal udstraling kan findes ved, at differentiere Plancks strélingslov med hensyn
til belgeleengden, og satte differentialkvotienten lig med nul.

: he
e = “TART
PRLE S |
U
E(Z:D=M-;=Mmr- z for T konstant
[:hcj e’ —1 e’ —1

For en given temperatur far Planckfordelingen altsa et forholdsvis simpelt udseende, hvis vi benytter den nye
variabel z. Vi finder nu et ekstremum for energifordelingen ved at differentiere og satte differentialkvotienten lig
med nul.

4 z o -
e § e & _1)_,2 LR S 5(e*~1)-z-¢" =0
dz (e‘_—l)‘

Lesningen er z = 4.9650 107, hvilket kan kontolleres ved at s&tte vardien ind i ligningen. Nu findes vardien af A
svarende til denne verdi af z.

1 _ 4965078.10°

kT
U
A -T=28978-10"m-K

hvilket er Wiens forskydningslov. Det overlades til laeseren, at overbevise sig om, at det fundne ekstremum
virkelig giver belgel@ngden, hvor udstralingen har maximum ( og ikke minimum eller vendetangent ).
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Appendix 3 Virkningsintegralet for harmoniske oscillatorer

S:2T p-drzzT N2mE — mkx® - dx

e

vi foretager nu en substitution, der forenkler integralet vaesentligt ved brug af grundrelationen.

2E
x=,[|—cost

k
ﬁ:— Esinr:,wf.~c:— Esinr-dr
d Nk \ &

greenserne findes ved at impulsen er nul i yderstillingerne

: : 1 R2E
p=0 = E= ;i+ Vo, =W4log, =X, = & =il =0, =7
=M

indsatter vi nu x,dx og de nye graenser i virkningsintegralet, far vi ved benyttelse af grundrelationen:

S=4K E-J‘singr-df:,)ZE-J.singr-a'r:gg-J.(sinerrcesEr)-a'r
k3 A ok T
U
S:E-Il-drzz"rE:E
® 3 o f

ved lighedstegnet market med 2, benyttes at sin’t har perioden n. Ved tredje lighedstegn benyttes, at sin’t og cos’t
har grafer, der fremkommer af hinanden ved forskydning langs t-aksen.



